Analogue of Roberts theorem for ternary forms by Bedratyuk, Leonid
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Ë. ÁÅÄÀÒÞÊ
Äëÿ òåðíàðíèõ îðì äîâîäÿòüñÿ àíàëîãè äîáðå âiäîìî¨ â òåîði¨ iíâàðiàíòiâ òåîðåìè îáåðòñà.
Âñòàíîâëåíî, ùî íåçâiäíi êîâàðiàíòè, êîíòðàâàðiàíòè òà çìiøàíi êîíêîìiòàíòè òåðíàðíî¨ îðìè
îäíîçíà÷íî âèçíà÷àþòüñÿ ¨õíiìè ñòàðøèìè ÷ëåíàìè.
Analogues of invariant theory's well-known Roberts theorem are proved for ternary forms. We
established that ovariants, ontravariants and mixed onomitants of a ternary form are uniquely
determined by their lead oeients.
1. Âñòóï
îçãëÿíåìî K-âåêòîðíèé ïðîñòið Tn òåðíàðíèõ
îðì ñòåïåíÿ n :
u(x1, x2, x3) =
∑
i+j≤n
n!
i!j!(n−(i+ j))!
ai,jx
n−(i+j)
1 x
i
2x
j
3,
äå ai,j ∈ K, a K  ïîëå íóëüîâî¨ õàðàêòåðèñòèêè. Êîîðäèíàòíå êiëüöå Rn ïðîñòîðó
Tn îòîòîæíèìî ç àëãåáðîþ ìíîãî÷ëåíiâ k[A] := K[a0, 0, a1, 0, . . . , a0, n] âiä
1
2
(n + 1)(n + 2)
çìiííèõ, à êîîðäèíàòíå êiëüöå ïðîñòîðó Tn⊕K
3⊕(K3)∗ îòîòîæíèìî ç êiëüöåì ìíîãî÷ëåíiâ
K[A,X, U ] := K[A, x1, x2, x3, u1, u2, u3]. Ñòàíäàðòíà äiÿ ãðóïè SL3 ïiäñòàíîâêàìè íà Tn
iíäóêó¹ äiþ SL3 i íà êiëüöi K[A,X, U ]. Ïîëiíîìiàëüíi óíêöi¨ ç Rn, òà K[A,X, U ], ÿêi
çàëèøàþòüñÿ iíâàðiàíòíèìè âiäíîñíî äi¨ ãðóïè SL3 óòâîðþþòü êiëüöÿR
SL3
n , òàK[A,X, U ]
SL3 ,
ÿêi íàçèâàþòüñÿ, âiäïîâiäíî, êiëüöÿìè iíâàðiàíòiâ òà çìiøàíèõ êîíêîìiòàíòiâ òåðíàðíî¨
îðìè ñòåïåíÿ n.ÊiëüöåK[A,X ]SL3 òà êiëüöåK[A,U ]SL3 íàçèâàþòüñÿ êiëüöÿìè êîâàðiàíòiâ
òà êîíòðàâàðiàíòiâ òåðíàðíî¨ îðìè ñòåïåíÿ n ( äèâ. [1℄). Çîêðåìà, îðìà u(x1, x2, x3) áóäå
êîâàðiàíòîì ñòåïåíÿ n. Äëÿ äîâiëüíîãî ìíîãî÷ëåíà, ÿêèé ¹ îäíîðiäíèì ïî êîæíîìó íàáîði
çìiííèõ A, X òà U, éîãî ñòåïåíi âiäíîñíî öèõ íàáîðiâ íàçèâàþòüñÿ âiäïîâiäíî ñòåïåíåì,
ïîðÿäêîì òà êëàñîì.
Çíàõîäæåííÿ ÿâíîãî âèãëÿäó êîìiòàíòiâ  ïîðîäæóþ÷èõ åëåìåíòiâ âèùåîçíà÷åíèõ êiëåöü
iíâàðiàíòiâ, ¹ îñíîâíîþ çàäà÷åþ êëàñè÷íî¨ òåîði¨ iíâàðiàíòiâ, ÿêà áóëà ðîçâ'ÿçàíà ùå
îðäàíîì [2℄, àëå ëèøå äëÿ n ≤ 3. Íàéâèùèì äîñÿãíåííÿì òîãî ïåðiîäó áóëî îá÷èñëåííÿ
â äîêòîðñüêié äèñåðòàöi¨ Å. Íüîòåð [3℄ ìiíiìàëüíî¨ ñèñòåìè iç 331 ïîðîäæóþ÷èõ êiëüöÿ
iíâàðiàíòiâK[A]SL3 äëÿ n = 4.Ìàéæå âñi âiäîìi êîíêîìiòàíòè îòðèìàíi â íåÿâíîìó âèãëÿäi
ñèìâîëi÷íèì ìåòîäîì, êîëè êîíêîìiòàíòè çîáðàæóþòüñÿ ÷åðåç òðàíñâåêòàíòè, òîáòî ÿê
ðåçóëüòàò äi¨ äåÿêîãî SL3-iíâàðiàíòíîãî äèåðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðà íà êîíêîìiòàíòè
ìåíøèõ ñòåïåíiâ.
Îäíèì iç ïiäõîäiâ äî âèâ÷åííÿ êîìiòàíòiâ ìîãëî áè áóòè âñòàíîâëåííÿ àíàëîãó òåîðåìè
îáåðòñà äëÿ òåðíàðíèõ îðì. Â êëàñè÷íîìó îðìóëþâàííi òåîðåìà îáåðòñà ñòâåðäæó¹
(äèâ. [4℄, [5℄), ùî âñÿêèé êîâàðiàíò áiíàðíî¨ îðìè ñòåïåíÿ n âiäíîñíî äi¨ ãðó-ïè SL2
îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ ñâî¨ì ñòàðøèì ÷ëåíîì  êî¹iöi¹íòîì áiëÿ xn1 . Â ñâîþ ÷åðãó,
ñòàðøèé ÷ëåí âñÿêîãî êîâàðiàíòà áiíàðíî¨ îðìè ¹ iíâàðiàíòîì îäíîâèìiðíî¨ ïiäàëãåáðè
âåðõíiõ òðèêóòíèõ ìàòðèöü, iíøèìè ñëîâàìè, âií ¹ ñòàðøèì âåêòîðîì äåÿêîãî íåçâiäíîãî
1
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sl2-ìîäóëÿ. Òîìó ïðîáëåìà îïèñó êiëüöÿ êîâàðiàíòiâ áiíàðíèõ îðì çâîäèòüñÿ äî ïèòàííÿ
îïèñó êiëüöÿ iíâàðiàíòiâ ïiäàëãåáðè âåðõíiõ òðèêóòíèõ ìàòðèöü â àëãåáði Ëi sl2.
Â äàíié ðîáîòi äëÿ êîìiòàíòiâ òåðíàðíèõ îðì ñòåïåíÿ n äîâåäåíi òâåðäæåííÿ, ÿêi ¹
àíàëîãàìè òåîðåìè îáåðòñà. Ïîêàçàíî, ùî êî¹iöi¹íòè íåçâiäíîãî êîìiòàíòà ïîðîäæóþòü
íåçâiäíèé sl3-ìîäóëü â k[A] i ñòàðøèé êî¹iöi¹íò êîìiòàíòà áóäå ñòàðøèì âåêòîðîì öüîãî
ìîäóëÿ. Ñïðàâåäëèâå i îáåðíåíå òâåðäæåííÿ  âñÿêèé iíâàðiàíò àëãåáðè âåðõíiõ òðèêóòíèõ
ìàòðèöü UT3 ¹ ñòàðøèì âåêòîðîì äåÿêîãî sl3-ìîäóëÿ. Òàêèì ÷èíîì, âñòàíîâëåíi òâåðäæåííÿ
çâîäÿòü çàäà÷ó çíàõîäæåííÿ ïîðîäæóþ÷èõ åëåìåíòiâ êiëüöÿ K[A,X, U ]SL3 äî ïðîñòiøî¨
çàäà÷i çíàõîäæåííÿ ïîðîäæóþ÷èõ åëåìåíòiâ êiëüöÿ K[A]UT3 .
2. Åëåìåíòè Êàçèìiðà
Äàìî îçíà÷åííÿ åëåìåíòà Êàçèìiðà, ÿêèé áóäå ãîëîâíèì îá÷èñëþâàëüíèì çàñîáîì ïðè
âèâ÷åííi êîìiòàíòiâ òåðíàðíî¨ îðìè.
Îçíà÷åííÿ 1. Ñèìåòðè÷íèì äîáóòêîì U · V âåêòîðíèõ ïðîñòîðiâ V òà U íàçâåìî
ïiäàëãåáðó ñèìåòðè÷íî¨ àëãåáðè S(U ⊕ V ), ïîðîäæåíó åëåìåíòàìè âèãëÿäó u v, v ∈ V,
u ∈ U
ßêùî ïðîñòîðè U, V ¹ sl3-ìîäóëÿìè òî ¨õíié ñèìåòðè÷íèé äîáóòîê U · V òàêîæ áóäå
sl3-ìîäóëåì, ÿêùî ïîêëàñòè
g(uv) = g(u) v + ug(v),
äëÿ âñiõ g ∈ sl3, v ∈ V, u ∈ U.
Îçíà÷åííÿ 2. Âñÿêèé iíâàðiàíò sl3-ìîäóëÿ U · V íàçèâà¹òüñÿ åëåìåíòîì Êàçèìiðà.
Òåîðåìà 1. Ïðèïóñòèìî, ùî U, V  äâà sl3-ìîäóëi. Â sl3-ìîäóëi U ·V åëåìåíò Êàçèìiðà
iñíó¹ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè U ∼= V ∗.
Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî,ùî U ∼= V ∗, m = dimU. Âèáåðåìî â ïðîñòîðàõ V i V ∗ äóàëüíi
áàçèñè {vi}, {v
∗
i }, i = 1 . . .m. Äîâiëüíèé åëåìåíò z ∈ sl3 äi¹ ÿê ëiíiéíèé îïåðàòîð â V i
V ∗. Äîáðå âiäîìî, ùî ìàòðèöi C= {ci j}, C
∗ = {c∗i j} öüîãî îïåðàòîðà â äóàëüíèõ áàçèñàõ
çâ'ÿçàíi ñïiââiäíîøåííÿì C∗ = (−C)T. Ïîêàæåìî, ùî åëåìåíò
v1v
∗
1 + v2v
∗
2 + · · ·+ vmv
∗
m ∈ V · V
∗,
¹ iíâàðiàíòîì. Ìà¹ìî
z
( m∑
i=1
viv
∗
i
)
=
m∑
i=1
(z(vi)v
∗
i + vi z(v
∗
i )) ==
m∑
i=1
( m∑
j=1
cijvjv
∗
i + viz(v
∗
i )
)
=
=
m∑
i=1
( m∑
j=1
cjiviv
∗
j + vi z(v
∗
i )
)
==
m∑
i=1
vi
( m∑
j=1
cijv
∗
j + z(v
∗
i )
)
= 0.
Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî åëåìåíò
v1u1 + v2u2 + · · ·+ vmum ∈ V · U
¹ iíâàðiàíòîì. Àíàëîãi÷íî çíàõîäèìî
z
( m∑
i=1
viui
)
=
m∑
i=1
vi
( m∑
j=1
cjiuj + z(ui)
)
.
iâíiñòü íóëþ ìîæëèâà ëèøå òîäi, êîëè äëÿ âñiõ i áóäå âèêîíóâàòèñÿ
m∑
j=1
cjiuj + z(ui) = 0,
òîáòî äiÿ z íà U ¹ êîíòðàãðåäi¹íòíîþ äî äi¨ íà V, à öå îçíà÷à¹, ùî U ∼= V ∗. 
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Åëåìåíò Êàçèìiðà sl3-ìîäóëÿ U · V áóäåìî ïîçíà÷àòè ∆(U, V ). ßêùî â ïðîñòîðàõ U, V
çàäàíî êîíòðàãðåäi¹íòíi áàçèñè
U := 〈u1, u2, . . . um〉, V := 〈v1, v2, . . . vm〉,
òî
∆(U, V ) = u1v1 + u2v2 + · · ·+ umvm.
Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî åëåìåíò Êàçèìiðà íå çàëåæèòü âiä âèáîðó ïàð äóàëüíèõ áàçèñiâ â
ïðîñòîðàõ U i V ∗.
3. åàëiçàöiÿ sl3-ìîäóëiâ â k[A].
Íåçâiäíèé sl3-ìîäóëü ç ñòàðøîþ âàãîþ [m1, m2] áóäåìî ïîçíà÷àòè Γm1, m2 , àáî, áàæàþ÷è
ÿâíî âêàçàòè ñòàðøèé âåêòîð v  Γm1, m2(v). îçìiðíiñòü ïðîñòîðó Γm1,m2 ðiâíà (äèâ. [6℄)
1
2
(m1 + 1)(m2 + 1)(m1 +m2 + 2).
Ñòàðøèé âåêòîð sl3-ìîäóëÿ Γm1,m2 ¹ iíâàðiàíòîì ïiäàëãåáðè UT3 âåðõíiõ òðèêóòíèõ ìàòðèöü.
Àíàëîãi÷íî ìîëîäøèé âåêòîð öüîãî ìîäóëÿ ¹ iíâàðiàíòîì ïiäàëãåáðèDT3 íèæíiõ òðèêóòíèõ
ìàòðèöü. ßêùî âåêòîð u ¹ ñòàðøèì âåêòîðîì ñòàðøî¨ âàãè [m1, m2], òî ñïðàâåäëèâå
ñïiââiäíîøåííÿ (äèâ. [7℄)
Γm1,m2(u) = U(DT3)(u),
äå ÷åðåç U(L) ïîçíà÷åíî óíiâåðñàëüíó îãîðòóþ÷ó àëãåáðó àëãåáðè Ëi L. Àíàëîãi÷íî äëÿ
ìîëîäøîãî âåêòîðà v âàãè [−m1,−m2] îòðèìà¹ìî
Γm1,m2(v) = U(UT3)(v).
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ei j , i, j = 1 . . . 3, ìàòðè÷íi îäèíèöi, òîáòî òàêi ìàòðèöi ó ÿêèõ íà ïåðåòèíi
i-ãî ðÿäêà òà j-ãî ñòîâï÷èêà çíàõîäèòüñÿ îäèíèöÿ, à íà âñiõ iíøèõ ìiñöÿõ íóëi. Ìà¹ ìiñöå
ñïiââiäíîøåííÿ
[Ei j , Ek l] := Ei jEk l −Ek lEi j = δj kEi l − δi lEk j.
Ìàòðèöi E1 2, E2 3, E1 3 óòâîðþþòü áàçèñ ïiäàëãåáðè UT3 âåðõíiõ òðèêóòíèõ ìàòðèöü,
ìàòðèöi E2 1, E3 2, E3 1 óòâîðþþòü áàçèñ ïiäàëãåáðèDT3 íèæíiõ òðèêóòíèõ ìàòðèöü. Ìàòðèöi
E1 1−E2 2, E2 2−E3 3, òà E1 1−E3 3, ïîðîäæóþòü êàðòàíiâñüêó ïiäàëãåáðó â sl3.
Äëÿ äîâiëüíîãî sl3-ìîäóëÿ V ïîçíà÷èìî ÷åðåç D1, D2, D3 ëiíiéíi îïåðàòîðè ç End(V ),
ÿêi âiäïîâiäàþòü äi¨ íà V âiäïîâiäíî åëåìåíòiâ E1 2, E2 3, E1 3. Àíàëîãi÷íî îïåðàòîðè Dˆ1,
Dˆ2, Dˆ3 âiäïîâiäàþòü äi¨ íà V âiäïîâiäíî åëåìåíòiâ E2 1, E3 2, E3 1, îïåðàòîðè E1, E2, i E3
âiäïîâiäàþòü äi¨ âiäïîâiäíî åëåìåíòiâ E1 1−E2 2, E2 2−E3 3, E1 1−E3 3.
Âèïèøåìî êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ öèìè îïåðàòîðàìè, ÿêi íàì áóäóòü ïîòðiáíi
â ïîäàëüøîìó:
[E1, D1] = 2D1, [E1, D3] = D3, D2, Dˆ1] = 0,
[E1, Dˆ1] = −2Dˆ1, [E1, Dˆ3] = −Dˆ3, [E1, Dˆ2] = Dˆ2,
[D1, Dˆ1] = E1, [D1, Dˆ3] = −Dˆ2, [D1, Dˆ2] = 0,
[E1, D2] = −D2, [ [D2, Dˆ3] = −Dˆ1, [D2, Dˆ2] = E2,
[D3, Dˆ1] = −D2, [D3, Dˆ3] = −D1, [D3, Dˆ2] = E2.
Àëãåáðà sl3 äi¹ íà âåêòîðíîìó ïðîñòîði
X := 〈x1, x2, x3〉,
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äèåðåíöiþâàííÿìè, à ñàìå
D1 = −x2
∂
∂x1
, D2 = −x3
∂
∂x2
,
E1 = x2
∂
∂x2
− x1
∂
∂x1
, E2 = x3
∂
∂x3
− x2
∂
∂x2
,
Dˆ1 = −x1
∂
∂x2
, Dˆ2 = −x2
∂
∂x3
,
D3 = −x3
∂
∂x1
, E3 = x3
∂
∂x3
− x1
∂
∂x1
,
Dˆ3 = −x1
∂
∂x3
.
Âåêòîðíèé ïðîñòiðX ¹ ñòàíäàðòíèì íåçâiäíèì sl3-ìîäóëåì içîìîðíèì äî Γ0, 1, à âåêòîðíèé
ïðîñòið U := 〈u1, u2, u3〉 ∼= X
∗
¹ íåçâiäíèì sl3-ìîäóëåì içîìîðíèì äî Γ1, 0. Âiäïîâiäíèé
åëåìåíò Êàçèìiðà
u := ∆(X,U) = x1u1 + x2u2 + x3u3,
íàçèâà¹òüñÿ óíiâåðñàëüíèì êîâàðiàíòîì.
Ñèìåòðè÷íi ñòåïåíi Sm(X) i Sm(U) ¹ íåçâiäíèìè sl3-ìîäóëÿìè içîìîðíèìè âiäïîâiäíî
äî Γ0,m i Γm,0.
Âèâ÷èìî äiþ àëãåáðè sl3 íà ïîðîäæóþ÷i åëåìåíòè êiëüöÿ Rn.
Ïðîïîçèöiÿ 1. Â sl3-ìîäóëi Rn âiäïîâiäíi äèåðåíöiàëüíi îïåðàòîðè äiþòü çà îðìóëàìè
D1(ai,j) = i ai−1,j, D2(ai,j) = j ai+1,j−1,
Dˆ1(ai,j) = (n− (i+ j)) ai+1,j, Dˆ2(ai,j) = i ai−1,j+1,
Dˆ3(ai,j) = (n− (i+ j))ai,j+1, D3(ai,j) = jai,j−1,
E1(ai,j) = (n− (2i+ j))ai,j, E2(ai,j) = (i− j)ai,j,
E3(ai,j) = (d− (i+ 2j))ai,j.
Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ âèêîðèñòà¹ìî òîé àêò, ùî îðìà u(x1, x2, x3) ¹ êîâàðiàíòîì
i òîìó êîæåí ç îïåðàòîðiâ Di, Dˆi ïîâèíåí çàíóëÿòè ¨¨. Çîêðåìà, äëÿ äèåðåíöiþâàíÿ D1,
ìà¹ìî
D1(u(x1, x2, x3)) =
∑
i+j≤n
n!
i!j!(n−(i+ j))!
(D1(ai,j)x
n−(i+j)
1 x
i
2x
j
3 + ai,jD1(x
n−(i+j)
1 x
i
2x
j
3)) =
= D1(a0,1)x
n−1
1 x3 + · · ·+D1(a0,n)
1
n!
xn3 +
∑
i+j ≤ n
i > 0
(
D1(ai,j)− i ai−1,j
)
x
d−(i+j)
1 x
i
2x
j
3.
Òîìó ðiâíiñòü D1(u(x1, x2, x3)) = 0 ìîæëèâà ëèøå çà óìîâè, ùî âñi êî¹iöi¹íòè ðiâíi íóëþ,
îòæå, ìà¹ìî D1(a0,j) = 0 äëÿ âñiõ 0 ≤ j ≤ n, i D1(ai,j) = i ai−1,j , ùî i ïîòðiáíî áóëî
ïîêàçàòè. Â òàêèé ñàìèé ñïîñiá âèçíà÷à¹òüñÿ äiÿ iíøèõ îïåðàòîðiâ íà êiëüöi Rn. 
ßêùî åëåìåíò a ∈ K[A] ¹ âëàñíèì âåêòîðîì îïåðàòîðà Ei, i = 1, 2, òî éîãî âëàñíå
çíà÷åííÿ áóäåìî ïîçía÷àòè ωi(a) i íàçèâàòè i-âàãîþ åëåìåíòà a, à òàêèé åëåìåíò a áóäåìî
íàçèâàòè âàãîâèì âåêòîðîì. Çðîçóìiëî, ùî i-âàãà ¹ ëiíiéíîþ, àäèòèâíîþ óíêöi¹þ íà
ìíîæèíi âàãîâèõ âåêòîðiâ. Îäíîðiäíèé ìíîãî÷ëåí a ç K[A] íàçèâà¹òüñÿ içîáàðíèì, ÿêùî
âií áóäå âàãîâèì âiäíîñíî îáîõ îïåðàòîðiâ E1, E2. Ó öüîìó âèïàäêó íàáið [ω1(a), ω2(a)]
áóäå íàçèâàòèñÿ âàãîþ ìíîãî÷ëåíà a.
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Òåîðåìà 2. Íåõàé V := {vk} V
∗ := {v∗k}  äâà äóàëüíi sl3-ìîäóëi, ïðè÷îìó âñi áàçèñíi
âåêòîðè ¹ âàãîâèìè âåêòîðàìè. ßêùî äëÿ äåÿêîãî íîìåðà i åëåìåíò vi ∈ V ¹ ñòàðøèì
âåêòîðîì ó V, òî v∗i áóäå ìîëîäøèì âåêòîðîì ó V
∗.
Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè áàçèñíi âåêòîðè ¹ âàãîâèìè, òî âàãîâèì áóäå i åëåìåíò viv
∗
i , éîãî âàãà
ðiâíà
[ω1(vi) + ω1(v
∗
i ), ω2(vi) + ω2(v
∗
i )].
Iç óìîâ E1(∆(V, V
∗)) = E2(∆(V, V
∗)) = 0 âèïëèâà¹ ùî i E1(viv
∗
i ) = E2(viv
∗
i ) = 0 çâiäêè
çíàõîäèìî, ùî ω1(v
∗
i ) = −ω1(vi), ω2(v
∗
i ) = −ω2(vi). Íåõàé äëÿ äåÿêîãî íîìåðà i åëåìåíò
vi ¹ ñòàðøèì âåêòîðîì sl3-ìîäóëÿ V ñòàðøî¨ âàãè [ω1(vi), ω2(vi)]. Òîäi âåêòîð v
∗
i ìà¹ âàãó
−[ω1(vi), ω2(vi)] i öÿ âàãà áóäå ìîëîäøîþ âàãîþ sl3-ìîäóëÿ V
∗. 
Íàñòóïíi òåîðåìè âñòàíîâëþþòü ïðàâèëà îá÷èñëåíü â sl3-ìîäóëi U(UT3)(a), äå a ¹ ñòàðøèì
âåêòîðîì â k[A].
Ïðîïîçèöiÿ 2. Íåõàé a  îäíîðiäíèé, içîáàðíèé ìíîãî÷ëåí ç k[A]. Òîäi
E1(Dˆ
α
1 Dˆ
β
2 Dˆ
γ
3 (a)) = (ω1(a)− 2α + β − γ)Dˆ
α
1 Dˆ
β
2 Dˆ
γ
3 (a),
E2(Dˆ
α
1 Dˆ
β
2 Dˆ
γ
3 (a)) = (ω2(a) + α− 2β + γ)Dˆ
α
1 Dˆ
β
2 Dˆ
γ
3 (a).
Äîâåäåííÿ. (i) Âèêîðèñòîâóþ÷è êîìóòàöiéíå ñïiââiäíîøåííÿ [E1, Dˆ1] = −2Dˆ1 îòðèìà¹ìî,
ùî
E1Dˆ1(a) = [E1, Dˆ1](a) +D1(E1(a)) =
= −2Dˆ1(a) + ω1(a)Dˆ1(a) = (ω1(a)− 2)Dˆ1(a).
Â çàãàëüíîìó âèïàäêó ìà¹ìî, ùî
E1Dˆ
α
1 (a) = (ω1(a)− 2α)Dˆ
α
1 (a).
Âðàõîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ [E1, Dˆ2] = Dˆ2, òà
[E1, Dˆ3] = −Dˆ3 çíàõîäèìî, ùî
E1Dˆ
β
2 (a) = (ω1(a) + β)Dˆ
β
2 (a),
E1Dˆ
γ
3 (a) = (ω1(a)− γ)Dˆ
γ
3 (a).
Â çàãàëüíîìó âèïàäêó îòðèìà¹ìî
E1(Dˆ
α
1 Dˆ
β
2 Dˆ
γ
3 (a)) = (ω1(a)− 2α + β − γ)Dˆ
α
1 Dˆ
β
2 Dˆ
γ
3 (a).
(ii) Àíàëîãi÷íèìè ìiðêóâàííÿìè, âðàõîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ
[E2, Dˆ1] = D1, [E2, Dˆ2] = −2Dˆ2, [E2, Dˆ3] = −Dˆ3,
çíàõîäèìî
E2(Dˆ
α
1 Dˆ
β
2 Dˆ
γ
3 (a)) = (ω2(a) + α− 2β − γ)Dˆ
α
1 Dˆ
β
2 Dˆ
γ
3 (a).

ßê íàñëiäîê îòðèìó¹ìî, ùî äîâiëüíèé íåçâiäíèé sl3-ìîäóëü V â k[A] iç ñòàðøèì âåêòîðîì
a ñòàðøî¨ âàãè [d1, d2] ðîçêëàäa¹òüñÿ â ñóìó âàãîâèõ ïiäïðîñòîðiâ V(i, j), äå
V(i, j) = {Dˆ
α
1 Dˆ
β
2 Dˆ
γ
3 (a), λ1 = i, λ2 = j}.
Òóò λ1 := ω1(a)− 2α+ β − γ, λ2 := ω2(a) + α− 2β − γ i [−d1,−d2] ≤ [i, j] ≤ [d1, d2].
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Ïðîïîçèöiÿ 3. Íåõàé a  îäíîðiäíèé içîáàðíèé ìíîãî÷ëåí ç k[A]UT3 . Òîäi
D1(Dˆ
α
1 Dˆ
β
2 Dˆ
γ
3 (a))=α(λ1+α + 1)Dˆ
α−1
1 Dˆ
β
2 Dˆ
γ
3 (a)− γDˆ
α
1 Dˆ
β+1
2 Dˆ
γ−1
3 (a),
D2(Dˆ
α
1 Dˆ
β
2 Dˆ
γ
3 (a)) = β(ω2(a)− β + 1)Dˆ
α
1 Dˆ
β−1
2 Dˆ
γ
3 (a) + γDˆ
α+1
1 Dˆ
β
2 Dˆ
γ−1
3 (a).
Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî ëèøå ïåðøó îðìóëó, îñêiëüêè äðóãà îðìóëà äîâîäèòüñÿ çà òi¹þ
æ ñõåìîþ. Ìà¹ìî
D1Dˆ3(a) = [D1, Dˆ3](a) + Dˆ3D1(a) = −Dˆ2(a).
Çà iíäóêöi¹þ íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî
D1Dˆ
γ
3 (a) = −γDˆ2Dˆ
γ−1
3 (a),
i, âðàõîâóþ÷è êîìóòàòèâíiñòü îïåðàòîðiâ D1 i Dˆ2, çíàõîäèìî
D1Dˆ
β
2 Dˆ
γ
3 (a) = −γDˆ
β+1
2 Dˆ
γ−1
3 (a).
Äëÿ äîâiëüíîãî îäíîðiäíîãî içîáàðíîãî a′ ìà¹ìî
D1Dˆ1(a
′)=[D1, Dˆ1](a
′) + Dˆ1D1(a
′)=ω1(a
′) + Dˆ1D1(a
′).
Â çàãàëüíîìó âèïàäêó îòðèìà¹ìî
D1Dˆ
α
1 (a
′) = (
α−1∑
τ=0
ω1(Dˆ
τ
1(a
′))Dα−11 (a
′) +Dα1D1(a
′) = α(ω1(a
′)− α + 1)Dα−11 (a
′) + Dˆα1D1(a
′).
Ïiäñòàâèâøè a′ = Dˆβ2 Dˆ
γ
3 (a), îòðèìà¹ìî íåîáõiäíå ñïiââiäíîøåííÿ. 
4. Êîâàðiàíòè òåðíàðíî¨ îðìè
Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ¹ àíàëîãîì âiäîìî¨ òåîðåìè îáåðòñà ïðî êîâàðiàíòè áiíàðíî¨
îðìè.
Òåîðåìà 3. Íåõàé
f=
∑
i+j≤d
d!
i!j!(d−(i+ j))!
bi,jx
d−(i+j)
1 x
i
2x
j
3, bi j ∈ k[A]
 íåçâiäíèé êîâàðiàíò ïîðÿäêó d. Òîäi :
(i) âåêòîðíèé ïðîñòið Bd := 〈{bi,j}, i+ j ≤ d〉 áóäå íåçâiäíèì sl3-ìîäóëåì içîìîðíèì
äî Γd, 0.
(ii) åëåìåíò b0, 0 áóäå ñòàðøèì âåêòîðîì sl3-ìîäóëÿ Bd ç ñòàðøîþ âàãîþ [d, 0].
(iii) êîâàðiàíò f ¹ åëåìåíòîì Êàçèìèðà,
f = ∆(Bd, S
d(X)) i çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi
f =
∑
i+j≤d
1
i!j!
Dˆi1Dˆ
j
3(b0,0)x
d−(i+j)
1 x
i
2x
j
3.
Äîâåäåííÿ. (i) Î÷åâèäíî, ùî f ¹ iíâàðiàíòîì sl3-ìîäóëÿ Bd · S
d(X). Òîìó iç òåîðåìè 1
îòðèìó¹ìî Bd ∼= S
d(X)∗ ∼= Γd, 0.
(ii) Àíàëîãi÷íî, ÿê i ó ïðîïîçèöi¨ 1 çíàõîäèìî äiþ íà Bd äèåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ, ÿêi
âiäïîâiäàþòü ïîðîäæóþ÷èì åëåìåíòàì àëãåáðè sl3 :
D1(bi,j) = i bi−1,j , D2(bi,j) = j bi+1,j−1,
Dˆ1(bi,j) = (d− (i+ j)) bi+1,j , Dˆ2(bi j) = i bi−1,j+1.
Î÷åâèäíî, ùî â Bd ¹ ëèøå îäèí iíâàðiàíò àëãåáðè DT3, à ñàìå b0,0, òîìó b0,0 ¹ ñòàðøèì
âåêòîðîì sl3-ìîäóëÿ Bd ç âàãîþ [d, 0].
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(iii) Îñêiëüêè b0 0 ¹ ñòàðøèì âåêòîðîì íåçâiäíîãî ìîäóëÿ Bd, òî Bd = U(DT3)(b0 0) ( äèâ.,
íàïðèêëàä, [7℄). Òîìó âñi bi j ìîæíà âèðàçèòè ÷åðåç ñòåïåíi îïåðàòîðiâ Dˆ1, Dˆ2, i Dˆ2.
Âèêîðèñòîâóþ÷è ÿâíèé âèãëÿä äi¨ öèõ îïåðàòîðiâ íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî
bi,j =
1
m(m− 1) . . . (m− (i+ j − 1)
Dˆi1Dˆ
j
3(b0, 0).
Áàçèñè
{
d!
i!j!(d−(i+ j))!
bi,j
}
=
{
1
i!j!
Dˆi1Dˆ
j
3(bi,j)
}
òà{
x
d−(i+j)
1 x
i
2 x
j
3
}
, i+ j ≤ d ¹ âçà¹ìíî äóàëüíèìè, òîìó
f=∆(Bd, S
d(X))=
∑ 1
i!j!
Dˆi1Dˆ
j
3(b0,0)x
d−(i+j)
1 x
i
2 x
j
3.
Òóò ñóìà áåðåòüñÿ ïî òàêèõ iíäåêñàõ i, j, äëÿ ÿêèõ i+ j ≤ d. 
Îòæå, âñÿêèé íåçâiäíèé êîâàðiàíò îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ ñâî¨ì ñòàðøèì êî¹iöi¹íòîì,
ÿêèé ¹ iíâàðiàíòîì ïiäàëãåáðè UT3, óòâîðåíî¨ âåðõíüî-òðè-êóòíèìè ìàòðèöÿìè.
Äëÿ îðìóëþâàííÿ îáåðíåíî¨ òåîðåìè ââåäåìî ïîíÿòòÿ ïîðÿäêó ìíîãî÷ëåíà âiäíîñíî
îïåðàòîðiâ Dˆ1, Dˆ2,.
Îçíà÷åííÿ 3. Äëÿ äîâiëüíîãî ìíîãî÷ëåíà
z ∈ K[A,X, U ] íàáið [z] := [ord1(z), ord2(z)], äå
ordi(z) := max{s, Dˆ
s
i (a) 6= 0}, i = 1, 2
íàçèâà¹òüñÿ ïîðÿäêîì z âiäíîñíî îïåðàòîðà Dˆi.
Öiëi ÷èñëà ordi(z), i = 1, 2 áóäåìî íàçèâàòè i-ïîðÿäêîì ìíîãî÷ëåíà z âiäíîñíî äèåðåíöiþâàííÿ
Dˆi. Êîðåêòíiñòü îçíà÷åííÿ ïîðÿäêó âèïëèâà¹ iç òîãî, ùî îïåðàòîðè äèåðåíöiþâàííÿ Dˆ1,
Dˆ2 ¹ ëîêàëüíî íiëüïîòåíòíèìè â êiëüöi K[A,X, U ].
Ïîêàæåìî, ùî äëÿ îäíîðiäíèõ, içîáàðíèõ åëåìåíòiâ ç K[A]UT3 ¨õíi ïîðÿäêè ñïiâïàäàþòü
ç âiäïîâiäíèìè âàãàìè. Ñïðàâåäëèâå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ
Ïðîïîçèöiÿ 4. Íåõàé a îäíîðiäíèé, içîáàðíèé åëåìåíò ç K[A]UT3 . Òîäi [a] = [ω1(a), ω2(a)].
Äîâåäåííÿ. Ïîêàæåìî, ùî ω1(a) = ord1(a). Çà îçíà÷åííÿì ïîðÿäêó åëåìåíòà ìà¹ìî, ùî
Dˆ
ord1(a) + 1
1 (a) = 0.
Ç iíøîãî áîêó, âðàõîâóþ÷è ïðîïîçèöiþ 2 îòðèìà¹ìî
D1(Dˆ
ord1(a)+1
1 (a)) =
= (ord1(a) + 1)(ω1(a)− ord1(a))Dˆ
ord1(a)
1 (a) = 0.
Îòæå, ω1(a) = ord1(a), ùî i ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè. Àíàëîãi÷íî ïîêàçó¹òüñÿ, ùî ω2(a) =
ord2(a). 
Òåîðåìà 4. Íåõàé a  îäíîðiäíèé, íåçâiäíèé, içîáàðíèé åëåìåíò ç K[A]DT3 ïîðÿäêó [d, 0].
Òîäi
(i) âåêòîðíèé ïðîñòið
Bd := U(UT3)a =
{
1
[d, i+ j − 1]!
Dˆi1Dˆ
j
3(a), i+ j ≤ d
}
,
¹ íåçâiäíèì sl3-ìîäóëåì içîìîðíèì äî Γd, 0.
(ii) åëåìåíò Êàçèìiðà ∆(B¯d, S
d(X)) ¹ êîâàðiàíòîì ïîðÿäêó d òåðíàðíî¨ îðìè.
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Äîâåäåííÿ. (i) Ïîêëàäåìî
b¯i,j =
1
[d, i+ j − 1]!
Dˆi1Dˆ
j
3(a).
Òîäi
D1(b¯i,j) = D1
(
1
[d, i+ j − 1]!
Dˆi1Dˆ
j
3(a)
)
=
=
i(ω1(a)− i− j + 1)
[d, i+ j − 1]!
Dˆi−11 Dˆ
j
3(a)− jDˆ
i
1Dˆ2Dˆ
j−1
3 (a).
Âðàõîâóþ÷è êîìóòàòèâíiñòü îïåðàòîðiâ Dˆ2 òà Dˆ3 i òå, ùî ord2(a) = 0, òîáòî Dˆ2(a) = 0,
îòðèìà¹ìî, ùî äðóãèé äîäàíîê ðiâíèé íóëþ. Âçÿâøè äî óâàãè òå, ùî ω1(a) = d, îòðèìà¹ìî
D1(b¯i,j) =
i
[d, i+ j − 1]!
(d− i− j + 1)Dˆi−11 Dˆ
j
3(a) =
=
i
[d, i+ j − 2]!
Dˆi−11 Dˆ
j
3(a) = ib¯i−1,j .
Äàëi,
Dˆ1(b¯i,j) =
1
[d, i+ j − 1]!
Dˆi+11 Dˆ
j
3(a) =
=
d− (i+ j)
[d, i+ j]!
Dˆi+11 Dˆ
j
3(a) = (d− (i+ j))b¯i+1,j .
Àíàëîãi÷íî çíàõîäèìî, ùî D2(bi,j) = j b¯i+1,j−1 i
Dˆ2(b¯i,j) = i b¯i−1,j+1. Òàêèì ÷èíîì, âåêòîðíèé ïðîñòið B¯d ¹ sl3-ìîäóëåì, ïðè÷îìó äiÿ àëãåáðè
sl3 ñïiâïàäà¹ ç ¨¨ äi¹þ íà sl3-ìîäóëi Rd, äèâ. ïðîïîçèöiþ 1. Îñêiëüêè ðîçìiðíîñòi ïðîñòîðiâ
B¯d i Rd ðiâíi
1
2
(d+ 1)(d+ 2), òî B¯p ∼= Rd ∼= Γd,0.
(ii) îçãëÿíåìî áiëiíiéíó îðìó
(·, ·) : B¯d × S
d(X)→ K,
çíà÷åííÿ ÿêî¨ íà áàçèñíèõ åëåìåíòàõ âiäïîâiäíèõ ïðîñòîðiâ âèçíà÷à¹òüñÿ çà îðìóëîþ
(b¯k l, x
d−(i+j)
1 x
i
2x
j
3) =
i!j!(d− (i+ j))!
d!
δi kδj l,
òóò δi j  ñèìâîë Êðîíåêåðà.
Ïåðåâiðèìî, ùî öÿ îðìà ¹ sl3-iíâàðiàíòíîþ, òîá-òî äëÿ âñiõ g ∈ sl3, u ∈ B¯d, v ∈ S
d(X)
ìà¹ ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ (g(u), v) + (u, g(v)) = 0.
Äëÿ îïåðàòîðà D1 ìà¹ìî(
D1(b¯k l), x
d−(i+j)
1 x
i
2x
j
3
)
= k(b¯k−1 l, x
d−(i+j)
1 x
i
2x
j
3) =
=k
i!j!(d− (i+ j))!
d!
δk−1 iδl j=(i+ 1)
i!j!(d−(i+ j))!
d!
,
i
(b¯k l, D1(x
d−(i+j)
1 x
i
2x
j
3))=−
(b¯k l, x
d−(i+j+1)
1 x
i+1
2 x
j
3)
(d−(i+ j))−1
=
=−(d−(i+j))
(i+1)!j!(d−(i+ j + 1))!
d!
δk i+1δl j =
= −
(i+ 1)!j!(d− (i+ j))!
d!
.
Òàêèì ÷èíîì, (
D1(b¯k l), x
d−(i+j)
1 x
i
2x
j
3
)
+
(
b¯k l, D1(x
d−(i+j)
1 x
i
2x
j
3)
)
= 0.
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Àíàëîãi÷íî âèêîíó¹òüñÿ ïåðåâiðêà iíâàðiàíòíîñòi i äëÿ îïåðàòîðiâ Dˆ1, D2 i Dˆ2. Îòæå,
áiëiíiéíà îðìà (·, ·) ¹ sl3-iíâàðiàíòíîþ i òîìó áàçèñè{
d!
i!j!(d − (i+ j))!
b¯i,j
}
òà
{
x
d−(i+j)
1 x
i
2x
j
3
}
, i+ j ≤ d,
âçà¹ìíî äóàëüíi.
Âiäïîâiäíèé åëåìåíò Êàçèìiðà ¹ sl3-iíâàðiàíòîì i ìà¹ âèãëÿä
∆(B¯d, S
d(X))=
∑
i+j≤d
n!
i!j!(d−(i+ j))!
b¯i,jx
d−(i+j)
1 x
i
2x
j
3,
òîáòî ¹ êîâàðiàíòîì ñòåïåíÿ d. 
5. Êîíòðàâàðiàíòè òåðíàðíî¨ îðìè
Ïåðåéäåìî äî âèâ÷åííÿ êîíòðàâàðiàíòiâ òåðíàðíî¨ îðìè. Àíàëîãi÷íî, ÿê i ó âèïàäêó
êîâàðiàíòiâ ìàþòü ìiñöå íàñòóïíi òåîðåìè
Òåîðåìà 5. Íåõàé
f =
∑
i+j≤d
d!
i!j!(d−(i+ j))!
ci ju
d−(i+j)
3 u
i
1u
j
2, ci,j ∈ k[A],
 íåçâiäíèé êîíòðàâàðiàíò ïîðÿäêó d. Òîäi
(i) âåêòîðíèé ïðîñòið Cd := 〈{ci,j}, i + j ≤ d〉 ¹ íåçâiäíèì sl3-ìîäóëåì içîìîðíèì
Γ0, d.
(ii) åëåìåíò c0,0 ¹ ñòàðøèì âåêòîðîì sl3-ìîäó-
ëÿ Cd ç âàãîþ [0, d].
(iii) êîíòðàâàðiàíò f ¹ åëåìåíòîì Êàçèìèðà
f = ∆(Cd, S
d(U)),
ÿêèé çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi
f =
∑
i+j≤d
(−1)i+j
i!j!
Dˆ
j
2Dˆ
i
3(c0,0)u
n−(i+j)
3 u
i
1u
j
2.
Äîâåäåííÿ. (i) Î÷åâèäíî, ùî f ¹ iíâàðiàíòîì sl3-ìîäóëÿ Cd · S
d(U). Òîìó, iç òåîðåìè 1
îòðèìó¹ìî
Cd ∼= S
d(X)∗ ∼= Γ0, d.
(ii) Àíàëîãi÷íî, ÿê i ó ïðîïîçèöi¨ 1 çíàõîäèìî äiþ íà Cd äèåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ, ÿêi
âiäïîâiäàþòü ïîðîäæóþ÷èì åëåìåíòàì àëãåáðè sl3 :
D1(ci,j)=− i i−1,j+1, D2(ci,j)=− j ci,j−1,
Dˆ2(ci,j)=− (d− (i+ j)) ci,j+1, Dˆ1(ci,j)=−j ci+1,j−1,
Dˆ3(ci,j)=− (d− (i+ j)) ci+1,j, D3(ci,j)=− i ci−1,j.
Î÷åâèäíî, ùî â Cd ¹ ëèøå îäèí iíâàðiàíò àëãåáðè DT3, à ñàìå c0,0, òîìó c0,0 ¹ ñòàðøèì
âåêòîðîì íåçâiäíîãî sl3-ìîäóëÿ Cd ç âàãîþ [0, d].
(iii)Îñêiëüêè åëåìåíò c0,0 ¹ ñòàðøèì âåêòîðîì íåçâiäíîãî sl3-ìîäóëÿ Cd , òî Cd = U(DT3)(c0,0).
Òîìó âñi ci,j ìîæíà âèðàçèòè ÷åðåç ñòåïåíi îïåðàòîðiâ Dˆ1, Dˆ2, i Dˆ3. Âèêîðèñòîâóþ÷è ÿâíèé
âèãëÿä äi¨ öèõ îïåðàòîðiâ íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî
bi,j =
(−1)i+j
[m, i+ j − 1]!
Dˆ
j
2Dˆ
i
3(c0,0).
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Áàçèñè
{
d! ci,j
i!j!(d−(i+ j))!
}
=
{
(−1)i+j
i!j!
Dˆi1Dˆ
j
3(c0,0)
}
òà
{
u
d−(i+j)
3 u
i
1 u
j
2
}
, i + j ≤ d ¹ âçà¹ìíî
äóàëüíèìè, òîìó
∆(Bd, S
d(U))=
∑
i+j≤d
(−1)i+jDˆi1Dˆ
j
3(c0,0)u
d−(i+j)
3 u
i
1 u
j
2
i!j!
.

Îòæå, êîæåí íåçâiäíèé êîíòðàâàðiàíò îäíîçíà÷íî âè÷íà÷à¹ ñâî¨ì ñòàðøèì ÷ëåíoì, ÿêèé
¹ iíâàðiàíòîì àëãåáðè DT3. Â íàñòóïíié òåîðåìi äîâîäèòüñÿ ñïðàâåäëèâiñòü îáåðíåíîãî
òâåðäæåííÿ.
Òåîðåìà 6. Íåõàé a ¹ íåçâiäíèé, îäíîðiäíèé, içîáàðíèé åëåìåíò ç k[A]UT3 ìóëüòèïîðÿäêó
[0, d]. Òî-äi
(i) âåêòîðíèé ïðîñòið
Cd := U(UT3)a =
{
(−1)i+j
[d, i+ j − 1]!
Dˆ
j
2Dˆ
i
3(a), i+ j ≤ d
}
,
¹ íåçâiäíèì sl3-ìîäóëåì içîìîðíèì äî Γ0, d.
(ii) åëåìåíò Êàçèìiðà ∆(C¯d, S
d(U)) ¹ êîíòðàâàðiàíòîì ïîðÿäêó d òåðíàðíî¨ îðìè.
Äîâåäåííÿ. (i)Ïîêëàäåìî c¯i,j=
(−1)i+jDˆj2Dˆ
i
3(a)
[d, i+ j − 1]!
. Òî-äi, âèêîðèñòàâøè ïðîïîçèöiþ 2, çíàéäåìî
D1(c¯i,j) = D1
(
(−1)i+j
[d, i+ j − 1]!
Dˆ
j
2Dˆ
i
3(a)
)
=
=
−(−1)i+ji
[d, i+ j − 1]!
Dˆ
j+1
2 Dˆ
i−1
3 (a) = −ic¯i−1,j+1.
Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, âèêîðèñòîâóþ÷è iíäóêöiþ, ùî Dˆ1Dˆ
j
2(a) = −jDˆ3Dˆ
j−1
2 . Òîìó,
çíîâó âçÿâøè äî óâàãè ïðîïîçèöiþ 2, âðàõîâóþ÷è êîìóòàòèâíiñòü îïåðàòîðiâ Dˆ1, i Dˆ3,
à, òàêîæ òå, ùî ìàþòü ìiñöå ðiâíîñòi
ω2(a)=ord2(a)=d,
ïiñëÿ íåñêëàäíèõ îá÷èñëåíü îòðèìà¹ìî
D2(c¯i,j) = D2
(
(−1)i+jDˆj2Dˆ
i
3(a)
[d, i+ j − 1]!
)
=
=
−(−1)i+j−1j
[d, i+ j − 2]!
Dˆ
j−1
2 Dˆ
i
3(a)) = −jc¯i,j−1.
Äàëi, àíàëîãi÷íî çíàõîäèìî
Dˆ1(c¯i,j) =
−j(−1)i+jDˆj−12 Dˆ
i+1
3 (a)
[d, i+ j − 1]!
= −jc¯i+1,j−1,
i
Dˆ2(c¯i,j) = −(d − (i+ j))c¯i,j+1.
Îòæå, âåêòîðíèé ïðîñòið C¯d ¹ sl3-ìîäóëåì, ïðè÷îìó äiÿ àëãåáðè sl3 ñïiâïàäà¹ ç ¨¨ äi¹þ íà
sl3-ìîäóëi Cd, äèâ. (ii) ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè. Îñêiëüêè ðîçìiðíîñòi ïðîñòîðiâ C¯d i Cd ðiâíi
1
2
(d+ 1)(d+ 2), òî C¯d ∼= Cd ∼= Γ0,d.
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(ii) îçãëÿíåìî áiëiíiéíó îðìó
(·, ·) : C¯d × S
d(U) → K,
çíà÷åííÿ ÿêî¨ íà áàçèñíèõ åëåìåíòàõ âiäïîâiäíèõ ïðîñòîðiâ âèçíà÷à¹òüñÿ çà îðìóëîþ(
c¯k,l, u
d−(i+j)
3 u
i
1u
j
2
)
=
(−1)i+ji!j!(d− (i+ j))!
d!
δi kδj l.
Àíàëîãi÷íî, ÿê i ó âèïàäêó êîâàðiàíòiâ ìîæíà ïîêàçàòè, ùî öÿ îðìà ¹ sl3-iíâàðiàíòíîþ
i òîìó áàçèñè {
(−1)i+jd!
i!j!(d− (i+ j))!
c¯i,j
}
òà
{
u
d−(i+j)
3 u
i
1u
j
2)
}
, i+ j ≤ d,
áóäóòü âçà¹ìíî äóàëüíèìè.
Âiäïîâiäíèé åëåìåíò Êàçèìiðà ¹ sl3-iíâàðiàíòîì i ìà¹ âèãëÿä
∆(C¯d, S
d(U)) =
∑
i+j≤n
(−1)i+jd!
i!j!(d−(i+ j))!
b¯i,ju
d−(i+j)
3 u
i
1u
j
2,
òîáòî ¹ êîíòðàâàðiàíòîì ïîðÿäêó d. 
6. Çìiøàíi êîíêîìiòàíòè òåðíàðíî¨ îðìè
Ïåðåéäåìî äî âèâ÷åííÿ çìiøàíèõ êîíêîìiòàíòiâ òåðíàðíî¨ îðìè. ßê i ó âèïàäêó
êîâàðiàíòiâ òà êîíòðàâàðiàíòiâ ìàþòü ìiñöå íàñòóïíi òåîðåìè
Òåîðåìà 7. Íåõàé
f =
∑
i+j ≤ d1
k+l ≤ d2
d1!d2!B
k,l
i,j x
d1−(i+j)
1 x
i
2x
j
3u
d2−(k+l)
3 u
k
1u
l
2
i!j!k!l!(d1−(i+ j))!(d2 − (k + l))!
,
 íåçâiäíèé çìiøàíèé êîíêîìiòàíò êëàñó [d1, d2]. Òóò B
k,l
i,j ∈ k[A] i d1, d2 > 0. Òîäi:
(i) âåêòîðíèé ïðîñòið
Bd2d1 := 〈{B
k,l
i,j }, i+ j ≤ d1, k + l ≤ d2〉
¹ íåçâiäíèì sl3-ìîäóëåì içîìîðíèì Γd1,d2 .
(ii) åëåìåíò B
0,0
0,0 ¹ ñòàðøèì âåêòîðîì sl3- ìîäóëÿ B
d2
d1
ç âàãîþ [d1, d2].
(iii) çìiøàíèé êîíêîìiòàíò f ¹ åëåìåíòîì Êàçèìèðà, ïðè÷îìó f = ∆(Bd2d1 , S
d1(X) ·
Sd2(U)).
Äîâåäåííÿ. (i) Î÷åâèäíî, ùî f ¹ iíâàðiàíòîì sl3-ìîäóëÿ B
d2
d1
· Sd1(X) · Sd2(U). Òîìó iç
òåîðåìè 1 îòðèìó¹ìî
Bd2d1
∼= (Sd1(X) · Sd2(U))∗ = (Sd1(X))∗ · (Sd2(U))∗.
sl3-ìîäóëü S
d1(X)·Sd2(U) ìîæíà ëåãêî ðîçêëàñòè íà íåçâiäíi ïiäìîäóëi. Äëÿ öüîãî çíàéäåìî
ñòàðøi âåêòîðè â Sd1(X)·Sd2(U), òîáòî âåêòîðè iíâàðiàíòíi âiäíîñíî àëãåáðèDT3. Íåâàæêî
ïåðåêîíàòèñÿ, ùî çà ñòàðøi âåêòîðè ìîæíà âçÿòè òàêi ìíîãî÷ëåíè
vi := x
d1−i
3 u
d2−i
1 u
i, i ≤ 0 . . . i0, i0 := min(d1, d2),
a u := xu1 + y u2 + z u3  óíiâåðñàëüíèé êîâàðiàíò.
Îñêiëüêè ord1(u1)=1, i ord1(x3)=ord1(u) = 0, òî
ord1(vi) = d1 − i. Àíàëîãi÷íî çíàõîäèìî, ùî i
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ord2(vi) = d2 − i. Îñêiëüêè, ïîðÿäîê iíâàðiàíòà ñïi-âïàäà¹ ç éîãî âàãîþ, òî âàãà êîæíîãî
âåêòîðà vi ðiâ-íà [d1−i, d2−i], i ìà¹ ìiñöå ðîçêëàä
Sd1(X) · Sd2(U) = Γd1, d2(v0) + · · ·+ Γd1−i0, d2−i0(vi0).
Òóò Γd1−i, d2−i(vi)  íåçâiäíèé sl3-ìîäóëü iç ñòàðøèì âåêòîðîì vi i âàãîþ [d1−i, d2−i].
Ïîâíiñòþ àíàëîãi÷íî ìîæíà ïåðåâiðèòè, ùî ìíîãî÷ëåíè v¯i := x
d1−iud2−i3 u
i
¹ ìîëîäøèìè
âåêòîðàìè sl3-ìîäóëÿ S
d1(X) · Sd2(U).
Çàäàìî ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ âåêòîðíèõ ïðîñòîðiâ ϕ : Sd1(X) · Sd2(U) → Bd2d1 , ÿêå
êîæíîìó åëåìåíòó ç Sd1(X) · Sd2(U) ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü äóàëüíèé éîìó åëåìåíò ç
Bd2d1 , òîáòî
ϕ
(
x
d1−(i+j)
1 x
i
2x
j
3u
d2−(k+l)
3 u
k
1u
l
2
)
=
d1!d2!
i!j!k!l!(d1−(i+ j))!(d2 − (k + l))!
Bk li j .
Âðàõóâàâøè òåîðåìó 2, îòðèìà¹ìî, ùî âiäîáðàæåíÿ ϕ ïåðåâîäèòü ìîëîäøèé âåêòîð sl3-
ìîäóëÿ Sd1(X) · Sd2(U) ó ñòàðøèé âåêòîð sl3-ìîäóëÿ B
d2
d1
. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç wi := ϕ(vi)
âiäïîâiäíi ñòàðøi âåêòîðè, à ÷åðåç Γd1−i,d2−i(wi)  âiäïîâiäíi íåçâiäíi ïiäìîäóëi. Ìà¹ ìiñöå
ðîçêëàä
Bd2d1 = Γd1,d2(w0) + · · ·+ Γd1−i0,d2−i0(wi0).
îçãëÿíåìî òåïåð òåïåð åëåìåíò Êàçèìiðà
∆(Bd2d1 , S
d1(X) · Sd2(U)).
Î÷åâèäíî ìà¹ ìiñöå ðîçêëàä
∆(Bd2d1 , S
d1(X) · Sd2(U))=∆(Γd1,d2(w0),Γd1,d2(v0)) + · · ·+∆(Γd1−i0,d2−i0(vi0),Γd1−i0,d2−i0(wi0)).
Êîæåí iç åëåìåíòiâ Êàçèìiðà â ïðàâié ÷àñòèíi, êðiì îñòàíüîãî, ¹ çìiøàíèì êîíêîìiòàíòîì,
òîìó åëåìåíò∆(Bd2d1 , S
d1(X)·Sd2(U)) áóäå íåçâiäíèì ëèøå òîäi, êîëè âñi çìiøàíi êîíêîìiòàíòè
ïðàâî¨ ÷àñòèíè ìåíøîãî êëàñó áóäóòü ðiâíi íóëþ, à öå ìîæëèâî ëèøå ó âèïàäêó, êîëè âñi
ñòàðøi âåêòîðè wi = 0, i = 1 . . . i0, à w0 6= 0. Òàêèì ÷èíîì îòðèìà¹ìî
∆(Bd2d1 , S
d1(X) · Sd2(U)) = ∆(Γd1,d2(w0),Γd1,d2(v0)),
çâiäêè çðàçó âèïëèâà¹, ùî Bd2d1 = Γd1,d2(w0)
∼= Γd1,d2.
(ii)
Àíàëîãi÷íî äî òîãî, ÿê öå áóëî çðîáëåíî â ïðîïîçèöi¨ 1, çíàõîäèìî äiþ ïîðîäæóþ÷èõ
åëåìåíòiâ àëãåáðè sl3 íà B
d2
d1
:
Dˆ1(B
k,l
i,j )=(d1 − (i+ j))B
k,l
i+1,j−lB
k+1,l−1
i,j ,
Dˆ2(B
k,l
i,j )=iB
k,l
i−1,j+1−(d2 − (k + l))B
k,l+1
i,j ,
Dˆ3(B
k,l
i,j )=(d1 − (i+ j))B
k,l
i,j+1−(d2 − (k + l))B
k+1,l
i,j ,
D1(B
k,l
i,j ) = iB
k,l
i−1,j − kB
k−1,l+1
i,j ,
D2(B
k,l
i,j ) = jB
k,l
i+1,j−1 − lB
k,l−1
i,j ,
D3(B
k,l
i,j ) = jB
k,l
i,j−1 − kB
k−1,l
i,j .
Çâiäñè çðàçó îòðèìó¹ìî, ùî
D1(B
0,0
0,0) = D2(B
0,0
0,0) = 0,
îòæå, B
0,0
0,0  ñòàðøèé âåêòîð ó B
d2
d1
.
(iii) Îñêiëüêè áàçèñè{
d1!d2!
i!j!k!l!(d1−(i+ j))!(d2 − (k + l))!
B
k,l
i,j
}
òà
{
x
d1−(i+j)
1 x
i
2x
j
3u
d2−(k+l)
3 u
k
1u
l
2
}
, i+j 6 d1, k+ l 6 d1
ÀÍÀËÎÈ ÏßÌÎ

I ÒÀ ÎÁÅÍÅÍÎ

I ÒÅÎÅÌÈ ÎÁÅÒÑÀ ÄËß ÒÅÍÀÍÈÕ ÔÎÌ 13
äóàëüíi, òî f = ∆(Bd2d1 , S
d1(X) · Sd2(U)). 
Íåõàé a ¹ íåçâiäíèé, îäíîðiäíèé, içîáàðíèé åëåìåíò ç k[A]UT3 ïîðÿäêó [d1, d2]. îçãëÿíåìî
âåêòîðíèé ïðîñòið B¯d2d1 ïîðîäæåíèé åëåìåíòàìè
{
B¯
k,l
i,j
}
, äå B¯
0,0
0,0 :=a, à âñi B¯
k l
i j çíàõîäÿòüñÿ
iç óìîâ
Dˆ1(B¯
k,l
i,j ) = (d1 − (i+ j))B¯
k,l
i+1,j − lB¯
k+1,l−1
i,j ,
Dˆ2(B¯
k,l
i,j ) = iB¯
k,l
i−1,j+1 − (d2 − (k + l))B¯
k,l+1
i,j ,
Dˆ3(B¯
k,l
i,j )=(d1 − (i+ j))B¯
k,l
i,j+1−(d2 − (k + l))B¯
k+1,l
i,j ,
òà iç óìîâ ðiâíîñòi íóëþ åëåìåíòiâ w¯i, i = 1 . . . i0. Òóò w¯i óòâîðþþòüñÿ iç wi çàìiíîþ B
k,l
i,j
íà B¯
k,l
i,j .
Òåîðåìà 8. Íåõàé a ¹ íåçâiäíèé, îäíîðiäíèé, içîáàðíèé åëåìåíò ç k[A]UT3 ìóëüòèïîðÿäêó
[d1, d2]. Òîäi:
(i) âåêòîðíèé ïðîñòið B¯d2d1 := U(UT3)a ¹ íåçâiäíèì sl3-ìîäóëåì içîìîðíèì äî Γd1, d2 .
(ii) åëåìåíò Êàçèìiðà ∆(B¯d2d1 , S
d1(X) · Sd2(U)) ¹ çìiøàíèì êîíêîìiòàíòîì òåðíàðíî¨
îðìè êëàñó [d1, d2].
Äîâåäåííÿ. (i) Ïðÿìà ïåðåâiðêà ïîêàçó¹, ùî B¯d2d1 ¹ sl3-ìîäóëåì. Îñêiëüêè ïðîñòið B¯
d2
d1
ïîáóäîâàíèé òàêèì ÷èíîì, ùî â íüîìó iñíó¹ ëèøå îäèí ñòàðøèé âåêòîð âàãè [d1, d2], à
ñàìå B¯
0,0
0,0 = a, òî B¯
d2
d1
¹ íåçâiäíèì sl3-ìîäóëåì, ïðè÷îìó B¯
d2
d1
= U(UT3)a.
(ii) îçãëÿíåìî áiëiíiéíó îðìó
(·, ·) : B¯d2d1 × S
d1(X) · Sd2(U) → K,
çíà÷åííÿ ÿêî¨ íà áàçèñíèõ åëåìåíòàõ âiäïîâiäíèõ ïðîñòîðiâ âèçíà÷à¹òüñÿ çà îðìóëîþ
(
B¯k li j , x
d1−(i+j)
1 x
i′
2x
j′
3 u
d2−(k′+l′)
3 u
k′
1 u
l′
2
)
=
i!j!k!l!(d1−(i+ j))!(d2 − (k + l))!
d1!d2!
δi,i′δj,j′δk,k′δk,k′.
Àíàëîãi÷íî, ÿê i ó âèïàäêó êîâàðiàíòiâ òà êîíòðàâàðiàíòiâ ìîæíà ïîêàçàòè ùî öÿ îðìà
¹ íåâèðîäæåíîþ òà sl3-iíâàðiàíòíîþ. Òîìó, áàçèñè{
d1!d2!
i!j!k!l!(d1−(i+ j))!(d2 − (k + l))!
B¯k li j
}
,
òà
{x
d1−(i+j)
1 x
i
2x
j
3u
d2−(k+l)
3 u
k
1u
l
2}, i+ j ≤ d1, k + l ≤ d2,
¹ äóàëüíèìè, à âiäïîâiäíèé åëåìåíò Êàçèìiðà
∆(B¯d2d1 , S
d1(X) · Sd2(U)),
¹ çìiøàíèì êîíêîìiòàíòîì òåðíàðíî¨ îðìè êëàñó [d1, d2]. 
Ïðèêëàä. Äëÿ n = 3, ðîçãëÿíåìî â k[A] ìíîãî÷ëåí a := a0, 0a2, 0−a
2
1, 0 ÿêèé ¹ iíâàðiàíòîì
ïiäàëãåáðè k[A]DT3 . Îñêiëüêè Dˆ31(a) = 0, àëå Dˆ
2
1(a) 6= 0, òî ord1(a) = 2. Àíàëîãi÷íèìè
ìiðêóâàííÿìè îòðèìó¹ìî, ùî ord2(a) = 2, îòæå, ïîðÿäîê a ðiâíèé [2, 2], i a áóäå ñòàðøèì
âåêòîðîì çi ñòàðøîþ âàãîþ [2, 2] sl3-ïiäìîäóëÿ B¯
2
2 = U(UT3)a â k[A], içîìîðíîãî ñòàíäàðòíîìó
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sl3-ìîäóëþ Γ2, 2. Âiäïîâiäíî äî âàãîâî¨ äiàãðàìè çíàéäåìî áàçèñíi âåêòîðè âàãîâèõ ïiäïðîñòîðiâ
B(i,j) sl3-ìîäóëÿ U(UT3)a
B(2,2) = {B
0 0
0 0 = a},
B(0,3) = {Dˆ1(a) = 2B
0 0
1 0},
B(3,0) = {D2(B
0 0
0 0) = −2B
0 1
0 0},
B(4,−2) = {Dˆ
2
2(a) = 2B
0,2
0,0},
B(−2,4) = {Dˆ
2
1(a) = 2B
0 0
2 0},
B(−3,3) = {Dˆ
2
1Dˆ3(a) = −4B
1,0
2,0},
B(−4,2) = {Dˆ
2
1Dˆ
2
3(a) = 4B
2,0
2,0},
B(3,−3) = {Dˆ
2
2Dˆ2(a) = 4B
0,2
0,1},
B(2,−4) = {Dˆ
2
2Dˆ
2
3(a) = {4B
0,2
0,2},
B(−2,−2) = {Dˆ
4
3(a) = 24B
2,0
0,2},
B(1,1) = {Dˆ3(a) = 2B
0,0
0,1 − 2B
1,0
0,0 ,
Dˆ1D2(a) = −4B
0,1
1,0 + 2B
1,0
0,0},
B(−1,2) = {Dˆ1Dˆ3(a) = −4B
1,0
1,0 + 2B
0,0
1,1 ,
Dˆ21Dˆ2 = 8B
1,0
1,0 − 4B
0,1
2,0},
B(2,−1) = {Dˆ1Dˆ
2
2(a) = 4B
0,2
1,0 − 4B
1,1
0,0 ,
Dˆ2Dˆ3(a) = 2B
1,1
0,0 − 4B
0,1
0,1},
B(−2,1) = {Dˆ1Dˆ3(a) = 4B
2,0
1,0 − 8B
1,0
1,1 ,
Dˆ21Dˆ2Dˆ3(a) = −8B
2,0
1,0 + 4B
1,1
2,0 + 8B
1,0
1,1},
B(1,−2) = {Dˆ2Dˆ
2
3(a) = 8B
1,1
0,1 − 4B
0,1
0,2 ,
Dˆ1Dˆ
2
2Dˆ3(a) = 4B
0,2
1,1 − 8B
1,1
0,1},
B(−1,−1) = {Dˆ1Dˆ2Dˆ
2
3(a) = 8B
1,1
1,1 − 8B
2,0
0,1 + 4B
1,0
0,2 ,
Dˆ21Dˆ
2
2Dˆ3(a) = −16B
1,1
1,1 + 8B
2,0
0,1},
B(−3,0) = {Dˆ
2
1Dˆ2Dˆ
2
3(a) = −16B
2,0
1,1},
B(0,−3) = {Dˆ1Dˆ
2
2Dˆ
2
3(a) = −8B
1,1
0,2},
B(0,0) = {Dˆ
2
3(a) = −8B
1,0
0,1 + 2B
2,0
0,0 + 2B
0,0
0,2 ,
Dˆ1Dˆ2Dˆ3(a) = 4B
1,1
1,0 − 2B
2,0
0,0 − 4B
0,1
1,1 + 4B
1,0
0,1 ,
Dˆ21Dˆ
2
2(a) = −16B
1,1
1,0 + 4B
2,0
0,0 + 4B
0,2
2,0}.
Îòðèìàëè 27 ðiâíÿíü äëÿ 36 íåâiäîìèõ Bk,li,j . Iíøi 9 ðiâíÿíü çíàéäåìî iç íàñòóïíèõ
ìiðêóâàíü.
Â sl3-ìîäóëi S
2(X) · S2(U) ðîçãëÿíåìî ìîëîäøi âåêòîðè
v1 = x1u1u = x1u1(x1u1 + x2u2 + x3u3) = x
2
1u
2
1 + x1x2u1u2 + x1x3u1u3,
v2 = u
2 = (x1u1 + x2u2 + x3u3)
2.
Òîäi âåêòîðè
ϕ(v1) = B
0,0
0,1 +B
1,0
0,0 +B
0,1
1,0 ,
ϕ(v2) = B
2,0
0,0 +B
0,2
2,0 +B
0,0
0,2 + 2B
1,1
1,0 + 2B
1,0
0,1 + 2B
0,1
1,1 ,
áóäóòü ñòàðøèìè âåêòîðàìè B22 ìóëüòèïîðÿäêiâ [1, 1] i [0, 0]. îçìiðíiñòü Γ1,1(ϕ(v1)) ðiâíà
8 i ðîçìiðíiñòü Γ0,0(ϕ(v2)) ðiâíà 1. Îäíîìiðíi âàãîâi ïiäïðîñòîðè Γ1,1(ϕ(v1)) ïîðîäæóþòüñÿ
òàêèìè åëåìåíòàìè
ÀÍÀËÎÈ ÏßÌÎ

I ÒÀ ÎÁÅÍÅÍÎ

I ÒÅÎÅÌÈ ÎÁÅÒÑÀ ÄËß ÒÅÍÀÍÈÕ ÔÎÌ 15
ϕ(v1) = B
0,0
0,1 + B
1,0
0,0 +B
0,1
1,0 ,
Dˆ1(ϕ(v1)) = B
1,0
1,0 +B
0,1
2,0 +B
0,0
1,1 ,
Dˆ1Dˆ3(ϕ(v1)) = −B
2,0
1,0 −B
1,1
2,0 − B
1,0
1,1 ,
Dˆ2Dˆ3(ϕ(v1)) = −B
1,1
0,1 −B
0,1
0,2 − B
0,2
1,1 ,
Dˆ1Dˆ2(ϕ(v1)) = B
2,0
0,0 − B
0,2
2,0 − B
0,1
1,1 +B
1,0
0,1 ,
Dˆ2(ϕ(v1)) = −B
1,1
0,0 − B
0,1
0,1 −B
0,2
1,0 ,
Dˆ1Dˆ2Dˆ3(ϕ(v1)) = B
1,1
1,1 +B
2,0
0,1 +B
1,0
0,2 ,
Dˆ3(ϕ(v1)) = −B
2,0
0,0 +B
0,1
1,1 − B
1,1
1,0 +B
0,0
0,2 .
Ïîêëàâøè ϕ(v1) = 0, ϕ(v2) = 0 çíàéäåìî íåîáõiäíi 9 ðiâíÿíü. îç'ÿçàâøè â Maple
îòðèìàíó ñèñòåìó iç 36 ðiâíÿíü çíàéäåìî çíà÷åííÿ âñiõ 27 áàçèñíèõ åëåìåíòiâ Bi,jk,l. Îòæå,
ìè îòðèìàëè ðåàëiçàöiþ íåçâiäíîãî sl3-ìîäóëÿ B
2
2
∼= Γ2,2 â U(sl3)a. Âiäïîâiäíèé åëåìåíò
Êàçèìiðà áóäå çìiøàíèì êîíêîìiòàíòîì
f := ∆(B22 , S
2(X) · S2(U)) =
∑
i+j ≤ 2
k+l ≤ 2
2!2!Bk li j x
2−(i+j)
1 x
i
2x
j
3u
2−(k+l)
3 u
k
1u
l
2
i!j!k!l!(2−(i+ j))!(2− (k + l))!
.
Îá÷èñëèâøè âñi êî¹iöi¹íòè B
i,j
k,l çíàõîäèìî ÿâíèé âèãëÿä f :
f := ∆(B22 , S
2(X) · S2(U)) =
(a0, 0 a2, 0 − a1, 0
2) x2 u3
2 + (a2, 0 a0, 2 − a1, 1
2) x2 u1
2 + (a0, 1 a0, 3 − a0, 2
2) z2 u2
2
+ (a2, 1 a0, 3 − a1, 2
2) z2 u1
2 + (a0, 2 a0, 0 − a0, 1
2) x2 u2
2 + (a2, 1 a0, 1 − a1, 1
2) z2 u3
2
+ (−a2, 1
2 + a3, 0 a1, 2) y
2 u1
2 + (−a2, 0
2 + a1, 0 a3, 0) y
2 u3
2
+ (−a1, 0 a2, 0 + a3, 0 a0, 0) x y u3
2 + (a1, 0 a1, 2 − a1, 1
2) y2 u2
2
+ (a1, 2 a0, 1 + a1, 0 a0, 3 − 2 a1, 1 a0, 2) y z u2
2
+ (a1, 2 a0, 0 − 2 a1, 1 a0, 1 + a1, 0 a0, 2) x y u2
2 + (2 a1, 1 a0, 2 − 2 a1, 2 a0, 1) u2 z
2 u3
+ (2 a1, 0 a1, 1 − 2 a2, 0 a0, 1) x
2 u3 u1 + (−2 a1, 1 a2, 1 + a2, 0 a1, 2 + a3, 0 a0, 2) x y u1
2
+ (2 a2, 0 a2, 1 − 2 a3, 0 a1, 1) y
2 u3 u1 + (2 a1, 1 a1, 2 − 2 a2, 1 a0, 2) z
2 u3 u1
+ (a2, 0 a0, 3 + a2, 1 a0, 2 − 2 a1, 1 a1, 2) x z u1
2 + (−a0, 1 a0, 2 + a0, 3 a0, 0) x z u2
2
+ (2 a2, 0 a1, 1 − 2 a1, 0 a2, 1) u2 y
2 u3 + (a3, 0 a0, 1 + a1, 0 a2, 1 − 2 a2, 0 a1, 1) y z u3
2
+ (2 a0, 1 a1, 0 − 2 a1, 1 a0, 0) u2 x
2 u3 + (2 a1, 1 a2, 1 − 2 a2, 0 a1, 2) y
2 u2 u1
+ (−2 a1, 0 a0, 2 + 2 a1, 1 a0, 1) x
2 u2 u1 + (a2, 1 a0, 0 − 2 a1, 0 a1, 1 + a2, 0 a0, 1) x z u3
2
+ (−a2, 1 a1, 2 + a3, 0 a0, 3) y z u1
2 + (−2 a1, 1 a0, 3 + 2 a1, 2 a0, 2) z
2 u2 u1
+ (2 a1, 2 a0, 1 − 2 a1, 0 a0, 3) x z u2 u1 + (−2 a2, 1 a0, 0 + 2 a2, 0 a0, 1) u2 x y u3
+ (−2 a1, 2 a0, 0 + 2 a1, 0 a0, 2) u2 x z u3
+ (2 a1, 0 a1, 2 + 2 a1, 1
2 − 2 a2, 1 a0, 1 − 2 a2, 0 a0, 2) x z u3 u1
+ (−2 a3, 0 a0, 2 + 2 a2, 0 a1, 2) y z u3 u1
+ (−2 a2, 0 a0, 2 + 2 a1, 1
2 − 2 a1, 0 a1, 2 + 2 a2, 1 a0, 1) x y u2 u1
+ (2 a1, 0 a2, 1 − 2 a3, 0 a0, 1) x y u3 u1 + (−2 a2, 0 a0, 3 + 2 a2, 1 a0, 2) y z u2 u1
+ (−2 a1, 0 a1, 2 + 2 a2, 0 a0, 2 + 2 a1, 1
2 − 2 a2, 1 a0, 1) u2 y z u3
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